Model Solowa
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1 Neoklasyczna funkcja produkcji

Neoklasyczna funkcja produkcji musi spetnia¢ jednocze$nie trzy cechy:
1. Stale przychody ze skali: F(AK,\L) = AF (K, L)
2. Pierwsza pochodna wzgledem kazdego czynnika produkcji jest dodatnia:

_ OF(K,L)

_ OF(K,L)
k=35

>0 Fr = oL >0

Druga pochodna wzgledem kazdego czynnika produkcji jest ujemna:
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Kazda funkcja Cobba-Douglasa, czyli funkcja, ktéra jest postaci: F(K, L) = aK“L'~%, jest neokla-
syczng funkcjg produkcji.

2 Model Solowa

2.1 Zalozenia

Model Solowa jest modelem gospodarki zamknietej bez sekora rzadowego. Z pierwszych zajeé¢ wiemy,
ze dochéd (PKB, Y') w takiej gospodarce moze zostaé¢ wydany na konsumpcje (C') lub zaoszczedzony

(S):
Y=C+S

Model Solowa jest dynamiczny, dlatego do wszystkich réwnan dodamy oznaczenie czasu t (czas jest
dyskretny). Dochéd (PKB, Y;) moze by¢ podzielony pomiedzy konsumpcje (C;) i oszczednosci (Sy):

Y =Ci + S (1)

Funkcja produkeji okresla produkcje (PKB, Y;), ktéra moze zostaé¢ wytworzona przy wykorzystaniu
nakladéw kapitatu (K;) i pracy (Ly):

Yi = F(K¢, Ly) (2)



Ludzie oszczedzaja pewna czesé dochodu (s), a oszczednosci (S;) réwnaja sie inwestycjom ([y):

I, = 5; = sY; (3)
Pozostala cze$é dochodu jest przeznaczana na konsumpcje (Ch):
Cir=(1-9)Y; (4)
Waznym rownaniem w modelu Solowa jest tzw. réwnanie ruchu kapitatu:
Kipin=L+(1-0)K; (5)

Réwnanie to okresla, w jaki sposéb tworzony jest kapital (K;y1) w gospodarce — zalezy on od
inwestycji podjetych w poprzednim okresie (1;) oraz kapitatu z poprzedniego okresu (K3), ktéry nie
ulegl deprecjacji (§ to stopa deprecjacji).

2.2 Postaé intensywna (per capita)

W modelu Solowa wszyscy pracuja, a wiec liczba ludnoéci jest réwna liczbie pracujacych (Ly).
W najprostszym wariancie modelu Solowa zakladamy, ze liczba ludnosci sie nie zmienia (a wiec
Li1=L,=L).

W celu uzyskania postaci intensywnej dzielimy obie strony réwnan (1-5) przez L;. Kazda zmienna
X podzielona przez liczbe ludnosci L; zapisujemy mala litera (a wiec Ki/Ly = ki, Kit1/Lig1 =
kit1, Yi/Ly = yi, It/ Ly = iy, itd.). Postaé intensywna réwnan utatwia nam dalsza prace z modelem
(m.in. rysowanie wykreséw).

Yt = ¢t + 5t (6)
yr = f(ke, 1) = f(ke) (7)
(przy przeksztalcaniu funkcji produkeji korzystamy z wlasnosci neoklasycznej funkeji produkeji)
it = SYt (8)
= (1= sy (9)
ki1 =i+ (1 —0)ke (10)

2.3 Stan ustalony (steady state)

Stan ustalony opisuje dlugookresows, rownowage gospodarki. W stanie ustalonym wszystkie zmien-
ne sg state (a wiec ky = ki1 = ke, yr = v, 4 = 1, itd.).

Zaczynamy od zapisania réwnania ruchu kapitalu w stanie ustalonym:

k=i+(1-90)k (11)
i przeksztalcenia go:
ok =1 (12)
Nastepnie zapisujemy réwnanie (8) w stanie ustalonym:
1= 8y (13)
Laczac réwnanie (12) i (13) otrzymujemy réwnanie stanu ustalonego:
0k = sy (14)
lub podstawiajac y = f(k):
0k = sf(k) (15)



2.4 Zlota reguta

Zlota regula wyznacza poziom kapitatu (k), ktéry maksymalizuje poziom konsumpcji per capita (c)
w stanie ustalonym.

Zaczynamy od réwnania (9) zapisanego w stanie ustalonym, ktére wyznacza poziom konsumpcji
per capita:

c=(1—s)y (16)
Przeksztalcamy powyzsze réwnanie, zapisujemy y jako funkcje produkcji i korzystamy z rownania
(14):

c=1-sly=y — sy =f(k) -0k (17)
f(k) ok

Chcemy znalez¢ taki poziom kapitatu k, aby poziom konsumpcji per capita ¢ byt jak najwyzszy.
Zapisujemy problem maksymalizacyjny:

max(c) = max(f(k) — k) (18)
Liczymy pochodna wyrazenia f(k) — dk wzgledem k i przyréwnujemy ja do O:
f'(k)—d=0 (19)
Otrzymujemy réwnanie ztotej reguty:
(k) =6 (20)
2.5 Rozszerzenie modelu Solowa

Do tej pory zakladaliSmy, ze liczba ludnosci si¢ nie zmienia i nie ma postepu techincznego. W
rozszerzonej wersji modelu Solowa, zakladamy, ze liczba ludnosci (L) ro$nie w stalym tempie n
(Li+1 = (1 +n)Ly), a postep techniczny (A) roénie w stalym tempie a (A1 = (14 a)Ay).

Posta¢ intensywna w tej wersji modelu Solowa otrzymujemy poprzez podzielenie rownan przez tzw.
jednostke pracy efektywnej (A;L;) — jednostke pracy przemnozona przez postep techniczny.
W wyniku przeksztalcen otrzymamy nastepujace réwnania:

Stan ustalony: sy = sf(k) = (§ +a+n)k

Zlota regula: f'(k)=d+a+n

Zauwazmy, ze gdy a=0 i n=0, powyzsze réwnania sprowadzaja sie do odpowiednich réwnan (15 i
20) z podstawowe]j wersji modelu Solowa.

2.6 Najwazniejsze rOwnania

Model Solowa bez postepu technicznego i bez wzrostu liczby ludnosci (a =01 n = 0):

Stan ustalony: sy = sf(k) = 0k
Zlota reguta: f'(k) =0

Model Solowa z postepem technicznym i wzrostem liczby ludnosci (a # 0 i n # 0):

Stan ustalony: sy = sf(k) = (0 + a+ n)k
Zlota reguta: f'(k)=d+a+n



